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L’outil algebrique fondamental utilisl pour etudier la structure galoisienne 
des anneaux d’entiers d’extensions moderement ramifiees est la notion de 
rtsolvante introduite et developpee par Friihlich [4-61. Leurs liens avec les 
sommes de Gauss est la cl6 des demonstrations des thtoremes de structure 
des anneaux d’entiers [6, 131. 
Une nouvelle interpretation de ces risolvantes en terme d’invariant relatif 
de reseaux inclus dans des espaces vectoriels isomorphes permet d’ltendre la 
notion de resolvantes a des situations beaucoup plus gin&ales et en 
particulier d’etudier la structure galoisienne des anneaux d’entiers d’ex- 
tensions sauvagement ramitiees. Une approche de cette etude a ete faite dans 
13391. 
En fait la situation algebrique est la suivante: Soit B un ordre d’un anneau 
de Dedekind R dans une algibre A semi-simple de dimension tinie et 
separable sur le corps des fractions K de R. Soit K une extension galoisienne 
de K de groupe de Galois G,. 11 s’agit de classifier les objets formis des 
triplets (M, (x, N) oti M et N sont des objets d’une categoric 57 de B-modules 
de type lini et sans torsion et a est un K @,A-isomorphisme de E 0, M sur 
Z?@, N. Cette classification se fait au moyen d’un groupe note .T i,re,(g) 
(paragraphe 3); et un module radical est la classe d’un element (M, (r, N) 
dans ce groupe. 
La description de ces groupes cxi, ,,,(@) conduit naturellement a classifier 
d’une part les objets form& par les triplets (V, a, I+‘) oti V et W sont des A- 
modules et a est un K OK A-isomorphisme de K@, V sur K OX W, d’autre 
part les objets form&s par les triplets (M, a, N) oti A4 et N appartiennent a 5Y 
et a est un A-isomorphisme de K OR M sur K OR N. 
Cette premiere classification est faite au moyen d’un groupe, note 
.&&4); et un espace radical est un element de torsion de ce groupe 
(paragraphe 2). Un espace radical est la classe dans X0,&t) d’un element 
de torsion du quotient des groupes de Whitehead T(K @,A) et Z;(A) 
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(paragraphe ). La deuxitme classification a CtC faite dans [S] (paragraphe 2) 
au moyen des groupes de Grothendieck relatif Z’&,(@). 
Dans le paragraphe 4, la situation particuliere ou K est un corps de 
nombres est Ctudie en vue des applications arithmetiques. Entin dans le 
paragraphe 5, on montre que les groupes .%&(F) ont les proprittes 
fonctorielles usuelles des groupes definis en X-theorie alglbrique. 
La motivation essentielle du developpement de l’etude de ces objets 
algebriques est la situation suivante: l’ordre consider+ est l’algebre de groupe 
Z[T] d’un groupe fini r, groupe de Galois d’une extension N/K de corps de 
nombres; alors l’anneau des entiers Z, de N est un Z[T]-module de rang r. 
Soit t, l’isomorphisme de K OK N dans K[T] (ou K est une cloture separable 
de K) delini par 
VkEK, VxEN, t,(k@x)=k 1 y(x)y-‘. 
YET 
On appelle module resolvant la classe de [Z,, t,, Z,[T]]. L’etude du lien de 
cet element avec les sommes de Gauss fera l’objet d’un autre article. Elle 
conduit a une bonne determination de la structure galoisienne des anneaux 
d’entiers sans hypothese de ramification mod&e. 
1. RADICAUX 
Soit K un corps et soit A une K-algebre semi-simple de dimension finie sur 
K et separable sur K. On fixe une cloture separable K de K, et on note G, le 
groupe de Galois de K sur K; on pose K aK A = 1. Soit ,Z1 (A) le groupe de 
Whitehead de A. Ce groupe peut Ctre decrit de la facon suivante: on 
consider-e la cattgorie dtfinie comme suit: 
les objets sont les couples (I’, a) ou V est un A-module de type fini et a est 
un A-automorphisme de V, 
un morphisme de (I’, a) dans (V’, a’) est un A-isomorphismef de V dans 
I/’ tel que f 0 a = a’ o$ 
Le groupe &(A) est le quotient du groupe abelien libre engendre par les 
classes d’isomorphisme, encore notees (I’, a), des objets (V, a) de la 
categoric precidente par le sous-groupe engendri par les elements de la 
forme (V@ V’, a@a’)-(V,a)-(V’,a’) et (V,ao/.I)-(V,a)-(V,p). 
On note [V, a] la classe de (V, a) dans j;“(A). Si a E A *, on note [A, a] 
la classe du couple form6 par A et l’isomorphisme de A dans A donnee par la 
multiplication par a. 
11 existe une dualite entre X0(z) et A(z) donnant un isomorphisme de 
X0(x) sur Hom(jF”,(x)), K*) [S, Sect. 21. En composant cet isomorphisme 
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avec l’homomorphisme, note Extl, de Z;(A) dans Zi(x), obtenu a partir de 
I’extension des scalaires de K a K, on obtient un homomorphisme, note Det, 
de .&(A) dans Hom(X,(A), K*). 
Soit V un A-module et a un A-automorphisme de V. Pour tout g E G,, on 
detinit sur le groupe additif de V une nouvelle structure de x-module en 
posant 
V&K, VaEA, VUEV, (k@a)* u=(g-yk)&.2)v. 
On note g*(V) le x-module ainsi detini. 
EXEMPLE. Soit r un groupe tini, et K[T] l’algebre du groupe r. Le 
groupe R(T) des caracteres virtuels de I’ s’identifie a j;%d(K[T]) de la facon 
suivante: soit I/ un K[T]-module; a tout y E r, on associe l’endomorphisme 
de K-espace vectoriel p(y) de V defini par y; la fonction qui a y associe la 
trace de p(y) appartient a R(r). Soit (e,,..., e,) une base de V sur K, 
(e:,..., e,*) la base duale. Soit g E G,, par definition de g*(V), on a pour 
tout i = l,..., n 
Y * ei =$I Co(y>(eJ, ei*> ej = 5 K’(g(@(Y)(ei>3 ej*>>) ej 
j=1 
Done le caractere associe a g*(V) est g(cp) si Ed est le caractere associe a V. 
L’application A-lineaire a definit une nouvelle application A-lineaire, notee 
g*(a), par (g*(a))(x) = a(x), Vx E g*(V). Le groupe G, opere done sur 
X0(A) et A(X). 
Soit U un A-module et /I un A-automorphisme de U. 
L’application qui a A@ v E K OK U associe g-‘(l) @ u appartenant a 
g*(K@, U) est un A-isomorphisme que l’on note encore g*. On a g*@?) = 
g* o p o (g*)-‘. 11 est done clair que l’image de X,(A) (resp. &(A)) par 
I’homomorphisme, note Ext:, obtenu a partir de l’extension des scalaires de 
K a Z?, est incluse dans X,(~)G* (resp. c&(x)G~). 
C’est une application injective de .3$(A) dans X0(A) [ 8, Proposition 2.5 1. 
On suppose pour toute la suite que l’application ExtF est une application 
injective de A(A) dans <q(x)). 
Dans la suite on identifiera done Ex&A?~(A)) et A(A). Le groupe .X,(A) 
sera considlre comme un sous-groupe de z(z). C’est en particulier le cas 
lorsque K est un corps de nombres ou un corps localement compact 
[8, Propositions 2.5 et 2.8). On fait operer _GK sur Hom(&@), K*) de la 
facon suivante: soit fc5 Hom(&&4), K*), gE G,;gV) est 
l’homomorphisme qui a p E X0(x) associe g (f)@) = g (f(g- ‘Co))). 
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L’homomorphisme Det de q(x) dans Hom(A(x),K*) est alors un 
homomorphisme de G,-modules et un homomorphisme injectif de Z;(A) 
dans Hom,#&4), K*). 
DEFINITION 1.1. On appelle radical de A un element x de .X;(x) tel qu’il 
existe un entier n verifiant nx E c&(A). 
Les radicaux de A forment un sous-groupe de <;;;I;@), note .@(A). 
EXEMPLE 1. Si A = K, .&(A) s’identifie a K* par l’application 
(V, a) t, det,(a). Un radical est un elemenr de K* tel qu’il existe un entier n 
veritiant xn E K* [4]. 
EXEMPLE 2. &(A) est inclus dans 9(,4). 
EXEMPLE 3. Soit N une extension abelienne de K, de groupe de Galois 
ZI Soit a une base normale de N sur K, i.e., N = K[I’] a, alors [K[T], 
CYEr y(a) y-’ ] E SP(K[T]). En effet, soit g E G, et soit g l’image de g par la 
surjection G, -+ r = GEI/GN. On a 
Done (,Y&,- r(a) y-‘)” commute avec g* si n est l’ordre de r, et par suite 
l’application (J$. y(a) y-l)” est rationnelle sur K [2, Sect. 8, no 7, 
Theoreme 11. En conclusion, n[K[T], CyEr r(u) y-‘ j EZ~(K[T]). 
Le groupe A?(A) est le sous-groupe de Xi(z) engendre par les classes des 
couples (V, a) ou V est un x-module de type fini sur lequel G, opere par 
automorphisme semi-lintaire (c’est-i-dire que pour tout g E G,, il existe un 
K-automorphisme v)~ de V tel que VA E l?, Vv E V, rp,(Lv) = g(A) q,(u)) et a 
est tel qu’il existe n un entier tel que a” commute avec pg. Ces conditions 
entrainent que (VJ”) est rationnel sur K (voir [ 2, Sect. 8, no 7). 
Par dualite, le groupe .5?(A) s’identifie a l’ensemble des 
fE Hom(Z;(J)), K*) tel qu’il existe un entier n verifiantf” E Det(r,(A)). 
2. ESPACES RADICAUX 
Soit 5FF,&l) la categoric suivante: 
les objets sont les triplets (V, a, IV) ou V et W sont des A-modules de type 
tini et a est un A-isomorphisme de K 0, V sur K OK W, 
un morphisme de (V, a, IV) dans (V’, a’, W’) est une paire df, g) de A- 
isomorphismes de V dans V’ et W dans W’ respectivement telle que 
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a’ of= g o a oufet g proviennent de f et de g par extension des scalaires de 
K i K. 
On note ,T&&f) le quotient du groupe abelien libre engendre par les 
classes d’isomorphisme, encore notees (V, a, W), des objets (V, a, W) de 
g?wx(A) par le sous-groupe ngendri par les elements de la forme 
et 
(V @ V’, a @ a’, W @ W’) - (V, a, W) - (V’, a’, W’) 
On note [V, a, W] la classe de (V,a, W) dans .~??,,~,&t). 
Soit [V, a] E X;(A); il existe un A-module W et un A-module U tels que 
V@ W N K@, U [S, Proposition 2.41. L’application qui a [V, a] associe 
IV, a 0 l,, Ul de A&AA) ne depend pas du choix de W et de U (cf. [ 71). 
Elle se factorise en un homomorphisme, note 6,,, de 3,(,(A) dans .TOo.F,K(A). 
PROPOSITION 2.1. La suite suivante est exacte 
Dthonstration. Voir Heller [7, Propositions 4.1, 5.1, et 5.21. On utilise 
le fait que l’application Extf de .3&I) dans .&(x) est injective. 
DEFINITION 2.2. On appelle espace radical un Clement de torsion de 
zk,& 1. 
Les espaces radicaux forment un sous-groupe de X,,F,,(,4), note %(A). 
Avec les notations du paragraphe precedent, on a done une suite exacte 
O------+.~,(A) -----+.@(A)- s,-/A %(A) - 0. (2) 
EXEMPLE 1. Supposons que A = K. Le groupe J&&K) s’identifie au 
groupe des sous-espaces vectoriels de dimensions 1 de K [4]. 
EXEMPLE 2. Soit N une extension galoisienne de K, de groupe de Galois 
r et de degre TI. L’application t, de K@, N dans g[T] detinie par 
Vk E K, Vx E N, t,(k @ n) = k Cysr y(n) y-’ est un K[I’]-isomorphisme. En 
effet, l’injectivite decoule du thiorime d’indipendance des automorphismes, 
et la surjectivitt de I’tgalite des dimensions sur I?. On note t(N, K[T]) 
l’element [N, I,, K[T)] de XO+r,K(KIT]) ainsi difini. 
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Soit a une base normale de N sur K. L’application qui a Cwr k,y E K[T] 
associe Cysr k, 0 r(a) E K OK N rend le diagramme suivant commutatif 
On en deduit que BK,K([K[T], C-r y(a) y-l]) = [N, f,, K[T]]. On retrouve 
ainsi la definition de r(N, K[T]) don& dans [9]. De plus, en utilisant l’injec- 
tivitt de l’application Ext: de XO(KIT]) dans X#[r]), on retrouve le fait 
que N est un K[T]-module libre (sans faire de calcul de discriminant). 
On munit G, de sa topologie de groupe profini et on note @ le groupe des 
homomorphismes continus de G, dans &(A). On pourra identifier @ a 
Hom(Ggb,4(-4)) oi Gftb est le quotient de G, par l’adherence de son sous- 
groupe des commutateurs. 
Le groupe G, ophe sur X0,,,(A) par 
[V,a, W] t+ [v,g* 0 a og*-1, W] = [V,g*(a), W]. 
De meme le groupe G, opere sur %(A). 
Soit x E XO,F,K(A)GK (resp. !R(A)GK); soit y E A(A) (resp. .5@(A)) tel que 
&,,Jy) = x. L’application 4, definie par 4,. g) = g(y) - y appartient a @ et 
ne depend pas du choix de y. 
PROPOSITION 2.3. L’application x M 4, est un homomorphisme surjectif 
&&4)GK (resp. YI(AI)~K) dans @ de noyuu 4(.4)““/q(A) (resp. 
~(4G*/JwD 
Dbmonstration. Le groupe de cohomologie H’(G,,~(~)) est trivial par 
le Theoreme 90 de Hilbert. On deduit done de la proposition 2.1 une suite 
exacte 
1 -----+~(A)- 5qlqGK - zo,J&l)GK -f-v @ - 1. (3) 
11 est clair que le cobord 3 donne l’application precedente. On considhe 
maintenant la suite exacte 
1--+.5@(A)- m4 - 2$i)pqA) - 1. 
Le groupe ~(~)/.%‘(A) est par definition saris torsion. Comme 
H”(G,,.&(A)/5P(A)) est le sous-groupe de torsion de T(A)/.%j(A), on en 
deduit que H’(G,, &‘(A)) est trivial. On diduit alors la proposition comme 
precbdemment de la suite exacte (2). 
426 JACQUES QUEYRUT 
On note 9.&t) le sous-groupe de 9(,4) forme des elements h tels qu’il 
existe d E @ veritiant g(h) = 4(g) + h pour tout g E G,. 
On a done une suite exacte 
1 -A(A)- EXt! 9@(A) - !Jl(/qG” - 1. (4) 
EXEMPLE. L’element [N, t,, K[T]] de XO,K,K(K[r]) appartient a 
~(K[mGK, la fonction # de @ associee est donnte par g E G, t-+ det,( g) 
pour tout p E R(T), groupe des caracteres de r a valeurs dans I?@ designe 
l’image de g par la surjection G, -+ G,/G, = r). 
3. MODULES RADICAUX 
Soit R un anneau de Dedekind de corps des fractions K et soit S une 
partie de l’ensemble 9(R) des idlaux premiers de R. L’indexation par un 
element p de 9(R) designera la completion en p. Soit X3 un ordre de R dans 
A. Soit 5.T une cattgorie de B-modules de type tini sans-R-torsion. On associe 
a @? une cattgorie, notee %!?I, de la facon suivante: 
les objets de @’ sont les triplets (M, a, N) ou A4 et N sont des objets de %? 
et a est un A-isomorphisme de K@, A4 sur KOR N 
un morphisme de (M, a, N) dans (M’, a’, N’) est un couple (f, g) de 5 
homomorphismes de A4 dans M’ et de N dans N’ respectivement e tels que 
a’ o fK = g,- o a ou fF et g,- proviennent de f et g par extensions des scalaires 
I K. 
Une suite exacte (courte) d’objets et de morphismes de cette categoric est 
done donnee par un diagramme commutatif 
Cette suite est dite scindee s’il existe deux sections  et t de f” etj” respec- 
tivement elles que a 0 sK = tK 0 a”. Par completion, on d&nit de meme une 
suite localement scindle en p E Y(R). Ces definitions sont a rapprocher de 
celles de S-groupes de Grothendieck relatifs introduits dans [ 8, Sect. 11, et 
note X&,,(@). 
On note .A? ,,&F) le quotient du groupe abelien libre engendri par les 
classes d’isomorphisme, ncore notees (M, a, N), des objets (M, a, N) de F’ 
par le sous-groupe engendre par les elements de la forme 
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(M, pa, P) - (M, a, N) - (M, /3, P) et les tlkments de la forme (M, a, N) - 
(M’, a’, N’) - (M”, a”, IV”) oti ces trois objets sont lies par une suite exacte 
(courte) localement scindee en-dehors de S. 
En particulier pour g = g(B), categoric des B-modules de type tini saris 
R-torsion (resp. Q = g;,(B) la sous-categoric de g(B) formee des a- 
modules localement projectifs en-dehors de S), on pose C%&,(@) = 
~~&,,d~) (rew. ZT,d~‘s,PN =~~,,dW. 
Si S contient l’ensemble F(D) des ideaux premiers p tels que 3), ne soit 
pas un ordre maximal, on a 
%rm =-e,relP>~ 
on note plus simplement .F#J) ce groupe. 
PROPOSITION 3.1. Pour SF = g(B) 024 SF = SF&(lJ), la suite suivante est 
exacte 
0 ----+~~;C,,,,(~> - ;zr;,,,,(q -5 .&JqK(A) do. (5) 
Dkmonstration. L’application Extt , detinie par (M, a, N) + (K OR M, 
a, K@, N) de F&,(g) dans X&,,JA) est surjective car pour tout A- 
module V, il existe M dans Q et W un A-module tels que K OR M = V@ W. 
L’exactitude en 2:. re, 
dans *i,,,,CW, 
est triviale. L’injectivite de l’application de .Z i.,,,(%?) 
d on&e par [M, a, N] -+ [M, AN] (notation du paragraphe 
2), decoule de la commutativite du diagramme suivant 
O- .X;(A) Ext; - .TqX) - ~~o.1~0) - 0 
J 
6 
I 
8 
I! 
JT, ,,l(V - c;I/‘“, re,(GY) -%>&&A) - 0 
I ” I 0 (6) 
J%v = xg%q 
I E I d 
O- X,(A) - Z&i). 
L’exactitude de la suite de droite verticale se demontre comme dans 
[8, Theoreme 1.101 en utilisant les resultats de Heller [7]. 
DEFINITION 3.2. On appelle module radical (relativement a @) un 
element de 2:,,,,(g) dont l’image dans Z’&,,JA) est un espace radical. 
Les modules radicaux forment un sous-groupe de 2&,(5F), note !Ks(@). 
48 l/84/2-10 
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On a done pour %Y = G?(B) ou E = 97:,(3) un diagramme commutatif a 
rapprocher du diagramme de Frohlich [5, A.2.111 qui correspond au cas ou 
B=R 
l- <&(A) 
Ext: 
- 9(A) -%(A)----+ 1 
I 8 I 8 /I 
l------+~~;. ret(V- gp(g) Ed -R(A)----+ 1 
” I ii (7) 
.ex@) ====x;(F) 
I E I P 
1 - .&(A) - .z&ij. 
LEMME 3.3. Le groupe Xg,,,,(W(%)) = S’F&,r,,(B) est un H-module libre. 
Dkmonstration. D’apres la proposition 1.12 de [8], .Yu”,,,,,(%) est 
isomorphe 1 @ ps.Pw+S~@,ret(w OPPS ZQ’O,), Le groupe .Y~(B,) est un Z- 
module libre engendrl par les classes d’isomorphismes des BP-modules 
simples. Le theorime 1.10 de [8] donne une suite exacte 
Le groupe ,Y@(%,) est un Z-module libre engendre par les classes 
d’isomorphismes des BP-modules indlcomposables car le thtoreme de 
Krull-Schmidt est applicable. De plus le quotient de 3;(.4 ,,) par l’image de 
.q(g(XJ,)) est libre de rang le nombre de facteurs simples de A,. Done le 
groupe ~~o,le,(~,) est un Z-module libre. 
Soit x E !R”(@(B)); par definition il existe un entier n tel que l’image de 
nx dans ‘%(A) soit triviale. 11 existe done un entier n telque nx appartienne a
l’image de 3’&,r,,(B). Soit y un antecedent de nx dans Y&,(‘D). I1 est clair 
que l’element y 0 (l/n) de Y&,,(B) @zO! ne depend pas du choix de n. On 
a done detini un homomorphisme, notej, de !H’(g(B)) dans <F?:,,,,(3)) OHQn. 
PROPOSITION 3.4. Le diagramme suivant est commutatif 
Le noyau de j est le sous-groupe de torsion de %“(@?‘(a)). 
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COROLLAIRE 3.5. Le groupe Yl”(F(B)) est le produitfibre’ de %(A) et de 
Lo&,, C&Q au-dems de ~&,,,(~) O&Q/~). 
La dimonstration de ces deux rlsultats est laissk au lecteur. 
On note ‘R”,(g) le sous-groupe de Y(g) formi des llkments x tels que 
Ext;(x) E S(A)’ K, i.e., tels qu’il existe 0 E @ vkrifiant 
VgE G,, dExt:W) = Extt(x) + O(g). 
Comme prkldemment, on dbmontre que pour 5?? = @Y(D) et F = g$D), 
les diagrammes uivants sont commutatifs et que Y~(u7(B)) est le produit 
fibri de %(A) et de Y&J%) &gS au-dessus de ,F&,,,,(D) @&D/Z) 
o- Ext; WOW) - %(A)GA - 0 
EXEMPLE 1. Si A = K, le groupe po,re,(R) s’identifie au groupe des R- 
modules inclus dans des espaces radicaux [4]. Le groupe XO,re,(R) est le 
groupe des idkaux de R. 
EXEMPLE 2. Soit N une extension galoisienne de K de groupe de Galois 
r. On suppose que K est un corps de nombres et on note Z, et Z, les 
anneaux d’entiers respectifs. 
On appelle module rksolvant de N, l’ClCmen_t [Z,, tr, Z,[r] ] de 
Z+&,,(Z,[IJ), ou plus prkcislment appartenant i &&,(F~,(Z,[T])), oti S 
contient l’ensemble des idbaux premiers sauvagement ramif%. On appellera 
encore module rksolvant de N l’image de [Z,, t,, Z,[r]] dans .F’“,,,,,(Z,[T]) 
pour tout S. 
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4. MODULES RADICAUX ASSO&S A UN ORDRE ARITHM~TIQUE 
Darts ce paragraphe, on suppose que K est un corps de nombres et que R 
est l’anneau B, des entiers de K. On utilise les notations de [8, Sect. 41. Dans 
tout ce paragraphe, +Y designera l’une des deux categories, @?;,(a) ou g(a). 
On a une suite exacte [8, Sect. 3,4] 
On note Horn GK,@(4(A)9 4m 1 ‘ensemble des elements h E 
Hom(jtr,(x), J(f)) tels qu’il existe $ E Hom(G,, Hom&(Z@), K*)) 
identife i @ veritiant 
VP E Xi&@), Vg E G,, g(h)@) = g(hW’@))) = 0) k&9* 
LEMME 4.1. Le quotient Hom,+&T#)), J(K))/HS(Z) s’ident$e au 
produit fibre’ deJ)l(A)‘K et de (Hom&(XO(x), J(a))/HS(F)) OzQ au-dessus 
de (Hom&(&(A h .@))/HS(Q)) Oz(Q/Z). 
Dkmonstration. Le groupe 31(A)GK s’identifie au quotient 
HomGK,@(&(‘h z*)/H om&(XO(A), R*). Le lemme est alors une conse- 
quence de la proposition 2.3. 
TH~OR~ME 4.2. Pour 4 = SF(B) (resp. GF = SFf,(B)) la suite suiuante 
est exacte 
oti gp = y7(Dp) (resp. gp = CTJB;)). 
DtGnonstration. Pour 0 = g(B), on utilise le lemme 4.1 et le fait que 
!R”,(F(%)) est un produit fibre (voir diagramme (10)). Pour B = g’%(a) le 
resultat decoule du lemme suivant 
LEMME 4.3. Le noyau de l’homomorphisme %~(@f,(B)) dans Wi(g(b)) 
obtenu ti partir de Pinclusion gf,(B) c %?(a) est isomorphe ci HS(g(B))/ 
mGpW). 
Dkmonstration. Ce resultat se dlduit du diagramme (9) et du fait que 
HS(5F(B))/HS(F~,(B)) est un groupe de torsion egal au noyau de 
l’homomorphisme de Xi,,,,(B) dans ZF’7”,,,,,(%). 
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COROLLAIRE 4.4. Soit r un groupe fini et soit R(T) le groupe des 
car-act&es de r 6 valeurs dans i?. La suite suivante est exacte 
Le groupe %1s,(%‘@,[T])) est isomorphe h Horn, JR(r),@))/ 
P(~~,(Z,[~]). En particulierzsi S contient F(Z,[r]), 9&F(.Z~[I’])) est 
isomorphe d HomGKJR(IJ, J(K))/HS(Q(ZK[r])). 
Dkmonstration. L’homomorphisme %i(%?) dans @,,s,,,(X~(5TP) OzQ) 
est don&e par [M, (x, N] t-+ ([NJ-[M,]). 0 n utilise l’injectivite de l’ap- 
plication X~(5F’,)-+C;r,(K[T]) pour GYP= @(D,) lorsque p E S ou 
p f2 F(Z,[T]) et pour GT = GF~JDp) pour tout p. 
Soit r un groupe abelien; le groupe XO,re,(Z,-) s’identifie au groupe des 
ideaux de I? et a J(Z?)/U(@ oti U(K) est le sous-groupe des idiles unites de 
J(K). Au couple forme d’un element [P] dans FO(Z,-[T]) et d’un element 
[M a, N] de ~&,[r]) on associe deux elements 
[Horn z,,rl(f’y Ml, a3 HomzK&‘, WI de 4,dGd 
et 
On obtient ainsi une application bilineaire, et deux homomorphismes notes 
CJ* et u* de ~‘,,,,,(~,[r]) dam Hon-h&?&[r]), -&,,,@d>. De msme, on 
obtient deux homomorphismes encore notes u* et u* de Z’,,,,,(Z,[T]) dans 
Hom(F&[r]), ,,$$,,,(Z,)). On retrouve ainsi la definition de modules 
risolvants d&finis dans [S] et generalids par Nelson. 
Le diagramme suivant est commutatif 
oti ‘e est la transposee de l’applization de F@,-[T]) dans R(T) obtenue par 
extension des scalaires de Z, a K. 
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5. PROPRI~T~S FONCTORIELLES DE 91S(A)~~ 93:(F) 
On reprend les hypotheses et notations du paragraphe precedent; $I!7 
designe done l’une des deux categories g’(B) ou g;,(a). 
Le but de ce paragraphe est d’etablir un certain nombre de proprietes 
fonctorielles des groupes Y”(Z) et 31:(4). Ces proprietes sont 
fondamentales pour l’ttude de la structure galoisienne des anneaux d’entiers. 
Elles permettent en particulier de se ramener a l’etude des extensions 
galoisiennes cycliques. 
1. Changement du corps de base 
Soit F une extension finie de K incluse dans Z?. On pose A ’ = F OK A et 
3’ = Z, 6&,3. Soit S’ l’ensemble des ideaux premiers de Z, au-dessus des 
idlaux premiers de S. 
a. Extension du corps de base 
Le foncteur extension des scalaires de K i F donne un homomorphisme, 
note Exts, de XO,K,K(A) dans XO,uF(A). I1 est detini par [V, a, W] N 
[FO, v,a,FO,W]. L ‘image de 31(A) est incluse dans %(A ‘). 
Soit x E %(A)GK et soit 4 l’application de @ associee. L’element 
x’ = Exti(x) appartient a %(A’)GF et I’application 4’ de @’ = 
Hom(G,,x(A ‘)) associee est donnte par le compose des applications 
suivantes 
G,-G?C A./q(A) ExLSYqK). 
L’application [M, a, IV] F+ [Z, Or, M, a, ZF OzK:N] donne un homomor- 
phisme, encore note Exti, de X’&,(~) dans X’&,,(F’) ou V’ = g(I)‘) 
(resp. F@‘)) si 0 = Q(B) (resp. 5F = V&(B)). L’application Exti 
transforme W(%?) (resp. %S,(Q)) en W’(@‘) (resp. %i’(g’)). 
De la proposition 5.1 de [8], on tire le diagramme commutatif suivant 
. . ou I,,, est obtenu par factorisation de Sinclusion 
HomGK,&%(& @)) - Hom,,,,@Y;(~), J(K)). 
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PROPOSITION 5.1, On suppose que % = Z,[T] oti r est un groupejhi. 
(1) L’upplicution Extq de %“,(g(a)) duns ‘Sz:(g(@‘)) est injective 
quel que soit S. 
(2) Si de plus K = Q, Papplication ExtF, de %“,(@&(a)) duns 
9I”,@‘f,@‘)) est injective si X(B)-S ne contient pas les idt!aux premiers 
sauvagement raml@s dans F. 
Dbmonstration. (1) 11 est clair que I’application iFIK est injective en 
utilisant la definition de Z-ZS(F(%)) et le fait que l’application Ext; de 
‘%(A)‘K dans R(A)G~ est injective. II suffit done de montrer que l’application 
de .Xi(%?(B,)) d ans Xi’(5?7(%;,)) donnee par [M] -+ [ZF,, OElpM] est 
injective pour tout p E 9(Z,) - S. 
Soient M et N dans 5??(Z),); ZFP, est un h,6module libre car ZXP est 
principal. Soit (1,e2,...,eJ une base; on a P,,,,@r+M=M@ 
Of=2 CEfrp ei Oz, Ml ( isomorphisme de Z,JT]-modules). Si ExtF([M]) = 
ExtF([N]), par le thtoreme de Krull-Schmidt, les deux modules 
-Gpf OZKp Met Gpc Ozxp N sont isomorphes et par suite M et N sont 
isomorphes. 
(2) 11 sufIit de montrer que H”(?F(~))/H”(@~,(%)) s’injecte dans 
HS’(~(~‘))/HS’(~~~(~‘)). De la description de ces groupes, on tire qu’il 
suffit de montrer que Vp 6$ S, Det(B;*)“F = Det(Bt). C’est le theoreme de 
point flxe de Taylor [ 121. 
b. Restriction du corps de base 
Inversement, le foncteur restriction des scalaires de F a K donne un 
homomorphisme, note Resf, de X&,&4’) dans XO,~,&l). En effet, soit 
[V, a, W] EXo,K,&4) et soit {u,, u2 ,..., (I,} un systeme de representants de 
G,-modulo G,. L’application detinie par k @ v w (oi:i(k) @ v)~= ,,...,r est 
un isomorphisme de x-module de K 0, V sur of=, u,*(K OF V). On note a’ 
le A-automorphisme de E OK V dans K OK W, rendant le diagramme suivant 
commutatif 
Alors ResE( [ I’, 01, W]) = [V, a’, W] ou V et W sont consider& comme des 
A-modules. Cet element depend du choix du systeme de representants de G,- 
modulo G,. 
434 JACQUESQUEYRUT 
L’image de %(A’) est incluse dans %(A). De plus, comme 
Exti o ResE(x) = [I;: K] x, Vx EXO,K,,(A’) le noyau de Extg de X&&t’) 
dans Z&,&i) est inclus dans ‘9&4’). 
Soit x E %(A ) , ’ GF* Rest(x) ne depend plus du choix du systeme de 
representants de G, modulo G, et appartient a %(A)GK. Soit #‘, l’application 
de Qi’ associee a x. 
Soit Ver,,, le transfert de Gib dans GFb. 
LEMME 5.2. L’application Q de @ associke ci Res,K(x) est le composP des 
applications suivantes 
ab VerF/K & G,-G, -G, @’ -A@‘)- 
Dkmonstration. Soit {(T, , c2 ,..., a,} un sysdme de representants des 
classes de G, modulo G,. Soit V un A ‘-module. On a 
On en deduit que Re$(x) est represent& par l’element de A(x) egal a 
CL, ady) si y re P resente x. L’application 4 est don&e par 
4(g) = k (Pi(Y) - ai(Y 
i=l 
Soit S(i, g) defini par gui = S(i, g) (T~,~ 06 S(i, g) E G, et Ui,g appartient au 
systtme de representants. On a done 
d(g) = i (&i, g) u,,,(y) - ui(.Y)) = i @‘@(i, d + ui,g(Y) - ui(Y>> 
i=l i=l 
= i f(S(i, g)) = #’ (fi W, g)) = 4’WW). 
i=l i=I 
Comme prtcedemment, le foncteur de restriction des scalaires de Z, a E, 
donne un homomorphisme, note Res:, de X&,(g’) dans X&,,(F). 
L’image de 31”(‘1F’) (resp. !X~‘,(~‘)) est incluse dan_s ‘P(E) (resp. ‘3:(g)). 
Soit MFIK I’homomorphisme de HomGF(Z&4), J(K))/HS’(F’) dans 
HomG,(XO(~), J(@)/HS(Q) obtenu i partir de l’application de corestriction 
en dimension 0 qui ifdans HomGF(XO(~), J(z)) associe l’application definie 
par 
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De la proposition 5.2. de [8], on tire le diagramme commutatif suivant 
1 --+ Horn+@, (X&T), J(~))/IP’(W) --+ m”,:(w) - 0 X,“‘(5FnJ @]Q. 
2. Changement d’algzbres 
Soit A’ une K-algebre semi-simple de dimension 
Soit 3’ un ordre de Z, dans A’ contenant 3. 
a. Restriction d une sous-algt!bre 
(16) 
finie sur K contenant A. 
Le foncteur restriction des scalaires de A’ a A donne un homomorphisme, 
note ResA ,, de 3?,&~(A’) dans .&&A). L’application de @’ dans @ 
correspondant a la Resi, de !tl(A’)‘~ dans %(A)‘K associe a $’ E @’ 
l’homomorphisme donne par le compose des applications suivantes 
G, ------+,%(A’) Res” +&(A). 
Le foncteur de restriction des scalaires de a’ a TJ donne un 
homomorphisme, note Res$, de y&&F’) dans y&,(kF). 
On deduit de la proposition 5.4 de [8], le diagramme commutatif suivant 
l- Horn GK,*(~(A),J(~))/HS(~) - rn”,(@) - 0 c,q@p) 
PE PC&) 
I 
‘(wj’) 
I 
ReS;, 
I 
1 - HomG,,g, (&((A’), J(K))/fP(~‘) - w&(P) - 0 *n’:(q). 
PE,Y(H,y) 
b. Extension 
(17) 
On suppose que 9’ vbifie la propritte suivante: pour toute suite exacte de 
B-modules localement scindee en dehors de S 
O-M’---+M-A!¶“--+0 
la suite 0+3)‘@aM+TJ’@aM -i 0’ Ba M” + 0 est exacte et localement 
scindie en dehors de S. 
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Le foncteur d’extension des scalaires de A a A ’ donne un homomorphisme, 
note Extj ‘, de X0,g,K(A) dans .&,,(A’). L’image de %(A) est incluse dans 
%(A’). 
Soit x &ll(A)Gx et soit 4 E @ l’application associe a X. L’application 4’ de 
@’ = Hom(G,,.&(A’)) associee a Extj’(x) est donnee par le compose des 
applications suivantes 
G, 9 q(A) Ext” - A(A’). 
Si Q=%?(B) (resp. $F@)) on pose %Y’ = g(ID’) (resp. @:,(a’)). Soit 
[M, (r, N] un element de 2’ 0,re,(9) (resp. %‘(%F), %i(@?)) tel que M et N 
soient localement libres pour tout p E ,P(Z,); par extension des scalaires de 
B a 9’ [a’ C&M, cz, 3’ &N] est un Clement de 2t,re,(g’) (resp. ‘%“(g’), 
rn&(~‘)). 
On deduit de la proposition 5.5 de [8] le rbultat suivant 
Ext;’ oA=Ao ‘Res:, (18) 
- 
oti ‘Res., est obtenue a partir de la transposie de la restriction des scalaires 
de X,(A’) a X0(z), et A et A’ sont les deux injections suivantes 
On suppose maintenant que +D = Z,[T], oti r est un groupe tini. Soit ms 
un ordre de Z, dans K[T] contenant Z [r] verifiant YJI: = ZxP[T] pour tout 
p E S et !U$ est maximal pour tout p 6Z S. Soit Rad(‘3JIms) le radical de 
Jacobson de 9.R’. On considere l’ordre a’ Cgal i Z,[T] + Rad(9Rs). 
PROPOSITION 5.3. (1) Soit GF = GF(Z,[T]). On a 
HS(g) = HS(4(Z,[r])) = ZP(g(Z,[T] + Rad(!iJI”)). 
Le diagramme suivant est commutatif 
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(2) Soit Q = gfJZ,[ZJ). Soit Ker d, l’ensemble des caracthes cp de 
R (I’) tels que rp(y) = 0, pour tout y d’ordre premier ci 1, et soit P le radical de 
PidPal lZa. Alors 
Hs(%QZ,[T] + Rad(YJI”))) est 6gal C? (fE Horn&(T), U(@) 
f((p) = 1 mod 9, Vp E Ker d,} 
et contient Hs(Q&(Z,[r])). Le diagramme suivant est commutatif 
I I 
- Hom,,,#(Z), J(@)/HS(@JZ [rl + RadW’))) L %“,(@,(Z [ZJ + Rad(W))). 
Dkmonstration. (1) Comme Wt = Zxp[I’] pour tout p E S, on diduit de 
la proposition 2.10 de [ 81 que 
HS(g(Z,[I’])) = HS(g(Z,[T]) + Rad(!JJI’)). 
(2) De la definition du groupe HS(G?‘) pour 5?’ =gyp(HKII’] + 
Rad(!IRs)) on dtduit qu’il s&fit de montrer que pour tout Ip 6? S 
Det(q(B$)) = {fC Hom,#(r), U(K)),f(p) = 1 mod 9, t/y, E Ker d,}. 
On se place done dans le cas local et on note k le corps residue1 de E,. 
Le radical de ID’ est egal i Rad(Z,[r]) + Rad(!UI). D’oti (Z,[T] + 
RadPW)/NW.[~1) + R=WJJW est une k[T] algtbre semi-simple et 
isomorphe a Z,[T]/Rad(Z,[I’]). 0 n en dtduit par passage au quotient un 
homomorphisme surjectif de .iF;(Z.[T] + Rad(lllZ)) dans &@?,[I’]/ 
Rad(Z,[r])) (voir [ 11). Par dualitt, jl/;(Z,[T]/Rad(Z,(r])) est isomorphe a 
Hom,,(~~(m,[r]/Rad(Z,[Tl), k*), 
oi E est le corps residue1 de K (voir [8, Sect. 21. En outre on a une suite 
exacte 
1 -+ Ker d, + R(T) + FO(ZKIT]/Rad(Z,-[r]) + 1. 
438 JACQUES QUEYRUT 
On a done un diagramme commutatif 
I 
.Tr( 1 + Rad(L,[T] + Rad(93))) ----+HomGK(R(T), 1 + ~2) - 1 
I I I 
-Horn@(T), U(K)) - X 
Hom,K(.~(~.[rI/Rad(Z,-[rl)), k*  -Horn@ [rl, k*) -+ HomGb(Ker d,, ,i 
I 
oti X= Horn@ [r], U(@)/{flf(@ = 1 mod 2?, Vy, E Ker d,}. 
Le resultat decoule alors du fait que HomGK(R [r], 1 + 9) est inclus dans 
Det(Fr(ZK[r] + Rad(YJI))). 
3. Action de .&(A) 
Dans ce paragraphe, on suppose que A est une algtbre de groupe K[T] et 
que 3) = Z,[r]. On identilie ,%&I) =.i;%(K[T]) et le sous-groupe de R(T) 
forme des caracteres rationnels sur K. 
Soit V un A-module de type lini. 11 est clair que pour tout 
[U, a, IV] E,& uK(A), l’element [Horn&V, U), a, Hom,(V, IV’)] de 
.~?$&4) ne depend que de la classe [I’] de V dans .&(A). (On munit 
Hom,(V, W) de la structure habituelle de A-module en posant 
Le groupe .~~,~,#) est ainsi muni d’une structure de .2&4)-module. 
(&(A) a une structure d’anneau pour le produit tensoriel, et 
Hom,( V OK I”, v) N Hom,( I’, Hom,( I”, U)).) 
Le sous-groupe %(A) est stable par l’action de 2&I) de meme que le 
sous-groupe !II(A)‘K. Par dualite, l’action de ~&,(A) sur Horn@(T), K*) est 
don&e par 
Vp E.&(A), VffE Horn@(T), K*), 
P!(rp) = “t-@-o VI vco E W) 
ou p est le caractere conjugue de p @-((y) =p(y-‘) Vy E r) (on utilise le fait 
que Hom,(V, U) N V* OK U oti V* est le dual de v). 
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L’action de X,(A) sur @ = Hom(G,, Det(K[r] “)) est donnke par 
Par exemple (voir l’exemple du Section 2), si r= G,/G, et g dksigne l’image 
de g dans r, pour 4 tel que 
4(g): v +-+ debt tT> on a P$( g): v, ++ det,&g>. 
Soit M un sous-B-module de V libre sur H, ; on montre (voir [ 111) que 
pour tout [N, a, P] E 3~,,,,(5Y) tel que N et P soient localement libres pour 
tout p E Y(Z,), l’kkment [HomzK(M, N), cz, HomBK(M, P)] ne dkpend que de 
la classe de K@Jz, M dans .X,(A). On dkfmit ainsi sur l’image de 
HomGK&W9 JW)Y~S(~) d ans m:(F) (voir Corollaire 4.4) une structure 
de ,X&4)-module. L’action sur Homc,,&?(T’), J(K))/@(g) correspondante 
est la m$me que ci-dessus, i.e., 
@fNP) = f@P) VqJ E R(T), vp E X&4). 
Soit X,. une famille de sous-groupes de r et soit Ind l’application 
0 AEXr XO(KIA]) -XO(KIT]) dklinie par 
lnd(([VAl)Acxr)= c IKLrl &A] vAl = 1 Ind~([vAl). 
AcXr APX, 
On note Res l’application de ?&,,(@(r)) dans @AEX,,2i,,,,(g(d)) pour 
F(d) = &(.ZK[d]) (resp. @(A) = F~JZK[A])) si g[T] = g(Z,[T]) (resp. 
Q(T) = F~,,(Z,[T’])) difinie par 
Res(+) = @esf$/ (xA>>A~~, (voir Section $2). 
PROPOSITION 5.4. (1) Soit X, une famille de sous-groupes de r telle que 
l’homomorphisme Ind soit surjectif, alors l’application Res est injective sur 
Pimage de HomGK&?(r), J(f))/HS(g(r)) pour q’(r) = ‘Z(Z,[r]) ou 
w) = ~3uri). 
(2) Soit X,. une famille de sous-groupes de r telle que le conoyau de 
Phomomorphisme Ind soit fini, alors l’application Res est injective sur 
Pimage de HomGKIO(W’13, .@))/ffS(~(Z,[r])). 
De’monstration. 11 existe un entier d tel que d = xAEXr Indi(u,) oti 
uA E cTo(K[d]) (d = 1 si Ind est surjectif). Pour tout caractkre x de R(T), 
on a 
dx = 1 Indi(a, Rest&)). 
AeXr 
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Soit fE HomGK,@(T), J(K))/HS(g((r)), telle que x btf(Resf&)) de 
HomGK,,(W)~ JWWfS(Wf)) soit trivial; alors x ~tf(a~ Re$k)) est 
trivial et done x ~fk)~ est aussi trivial. Les hypothises faites entrainent 
que si d # 1, le groupe Homc,,e(R(r), J(K))/HS(g((r)) est libre. 
Les deux exemples principaux sont les suivants: 
- Xr est l’ensemble des sous-groupes K-Gmentaires de I-. L’ap- 
plication Ind est alors surjective par le thkorkme de Brauer (voir [lo]). 
- X, est l’ensemble des sous-groupes cycliques de r. Le conoyau de 
l’application Ind est fini d’aprks le thkorime d’Artin (voir [lo]). 
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